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CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES

Conjuntos numéricos. Representacion como intervalo en la recta numérica. Operacio-
nes con numeros reales. Razones y proporciones.

Objetivos:
Al finalizar el moédulo el estudiante podra:

« Aplicar el concepto de intervalo en la recta numérica

« Operar con numeros reales en ejercicios concretos

« Utilizar la calculadora en la resolucién de ejercicios

« Desarrollar criterio l6gico en el uso de la calculadora

« Calcular porcentajes en situaciones de la vida cotidiana

« Reconocer porcentaje como una relaciéon entre magnitudes directamente proporcio-
nales

CONJUNTOS

¢Qué es un conjunto?

| Veﬁw"c“éw\ Un conjunto es una agrupacion de elementos de la misma naturaleza.

| —

;Como se representa grdficamente?

Se simboliza con una letra mayuscula imprenta.
Graficamente al conjunto se lo representa con una linea
curva cerrada llamada Diagrama de VENN.

POR EJEMPLO

Conjunto de los meses del aho —» Meses ={E,F, M, A, M, J, J, A, S, O, N, D}

M
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1.1. Operaciones entre conjuntos

UNION

La unién de los conjuntos Ay B es el conjunto formado por los elementos que pertene-
cen al conjunto A o al conjunto B.
Por comprension se define la unién como: AUB={x / x € A v xe B

El simbolo v se lee “0”

Representamos la unién en un diagrama de Venn

U B A U ‘\i\\\i\\t\\
i

AuUB AuUB

El conjunto A no estd incluido en B El conjunto A estd incluido en B
Los elementos que coinciden se ponen
una vez, no se repiten

Y B
‘ Nota: Ew uw diagrana de Veww U e;a
cowpumio universal, que e thos
cow uw vectanaulo, % & \os conyuw

AUB cow civeulos.

El conjunto A no tiene elementos
comunes con B. La union son
todos los elementos de Ay B.

INTERSECCION

e

La interseccion de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que
pertenecen al conjunto Ay al conjunto B.
Por comprensién se define la interseccién como AnB={x / x € A A xe B}

uy 1

El simbolo A selee”y”, vemos que la interseccion tiene en cuenta los elementos comu-
nes de ambos conjuntos

U

ANB
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1.2. Conjuntos numeéricos

oW Un conjunto numérico es una agrupacién de nimeros que cumplen con una serie de
- Defiw propiedades.

1.2.1. CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

La nocién de nimero y la de contar han acompanado a la humanidad desde
la prehistoria. La causa para que el ser humano comenzara a contar surgid,
fundamentalmente, de la necesidad de adaptarse al medio ambiente, prote-
ger sus bienes y distinguir los ciclos de la naturaleza, porque percibian y obser-
vaban con cuidado los ritmos que ésta posee y su fina relacién con las oportu-
nidades de alimentacion y, en general, con la conservacion de la vida. Por
ejemplo, los cazadores marcaban senales en un palo para saber cudntos
animales habian abatido en la caceria.

Tuvieron que pasar muchos arnos para que el hombre fuera cambiando su
forma de vida: de cazador y recolector, pasd a ser, ademds agricultor y ganade-
ro. Por ejemplo, cuando un pastor llevaba sus ovejas a pastar al campo, metia
una piedra en su alforja. Luego, cuando las encerraba después del pastoreo, la
cantidad de animales debia coincidir con la cantidad de piedras guardadas.
Por cada oveja que encerraba, sacaba una piedra de su alforja, si habia mds
piedras que ovejas, significaba que alguna se habia perdido. Comparando
cantidades es como el hombre comenzd a construir el concepto de numero.

Piedras usadas por los sumerios en el intercambio comercial.
(Aproximadamente en el ario 9000 AC)

El conjunto de los nimeros naturales es aquel conjunto que permite contar. Su primer
elemento es 1, a cada numero natural le sigue otro que se obtiene agregandole o
sumandole una unidad a este, dicho nimero es su sucesor, lo podemos esquematizar

como:

1]7
(2]
2+1=3 /\4

¢ n+1 es el sucesor de n

2 es sucesor de 1
3 es sucesor de 2
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De esta ma
simbolo IN.

Un niamero natural y su sucesor se llaman consecutivos

nera se construye el conjunto de los Numeros Naturales que utiliza el

IN={1,23,..,nn+1,..}

POR EJEMPLO

Si sumamos dos nimeros naturales, obtenemos otro nimero natural 5+ 8 =13, si los
restamos 5- 8 =-3, el resultado no es un nimero natural, por esta razén surge la
necesidad de ampliar el conjunto de los niUmeros naturales a los niumeros enteros.

1.2.2. CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Los numeros que hoy llamamos negativos, durante muchisimos anos, fueron
conocidos como “Numeros Falsos” En el Siglo V, en Oriente, se manipulaban
numeros positivos y negativos utilizando dbacos, tablillas o bolas de diferentes
colores. Cuando los grandes matemaditicos de la época resolvian ecuaciones que
daban resultados negativos, solian llamarlos absurdos porque aquéllas solucio-
nes eran imposibles. Ya, mucho antes que ellos, los comerciantes chinos usaban
en sus cuentas dos colores: los nimeros de las deudas en color rojo y los que no
lo eran en color negro.

Sin embargo, los indios fueron los primeros en interpretar los niimeros positivos
y negativos, como créditos y débitos, respectivamente, distinguiéndolos simbdli-
camente.

A partir del siglo XV, algunos matemdticos muy conocidos comenzaron a
utilizar los nimeros negativos en sus trabajos. Stifel, popularizé el uso de los
signos “+”y “-" para diferenciar los niimeros positivos y negativos. Hasta enton-
ces, se utilizaba la palabra latina minus que significa menos, o su abreviaturam
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Vimos que la operacién diferencia 5 - 8 , no puede efectuarse en los nimeros naturales.
Para superar esta dificultad introducimos:

el numero cero 0
« para cada nimero natural a el nimero negativo -a, llamado opuesto de a

Los numeros naturales se denominan enteros positivos y sus opuestos, enteros negativos.
POR EJEMPLO
El opuesto del niUmero 2 es el nimero negativo -2.

Los nimeros enteros positivos, los nimeros enteros negativos y el nUmero cero, dan
lugar al conjunto de los Nimeros Enteros, al cual notaremos con Z.

Z={..-3,-2,-1,0,1,2,3,.. }

En este nuevo conjunto, 0 es el elemento neutro para la suma, es decir:
0 + a = a + 0 para todo niumero entero a.

Las operaciones suma, resta, producto entre nimeros enteros, da siempre otro nimero
entero.

;Qué pasa si queremos efectuar una division con numeros enteros?

% -4 ? =-2 %: ?  Suresultado no es un nimero entero

Lo mismo sucede si hablamos de tres cuartos de kilogramo, dos toneladas y media o de
medio afno. Surge entonces la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros
a los numeros racionales.

1.2.3. CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Todos los anos, en el Antiguo Egipto, hacia el mes de julio, el rio Nilo crecia e inundaba
todas las tierras de labranza. Esto, por muy raro que parezca, era esperado con mucha
alegria porque gracias a las inundaciones, el rio dejaba sobre los campos una fina capa
de elementos fertilizantes (el limo) que traia en sus aguas.

La inundacién duraba hasta el mes de septiembre. En esas fechas, el faraén enviaba a
los agrimensores a medir los campos para repartir los terrenos entre los campesinos.

Esta medicion la hacian con cuerdas anudadas a una misma distancia. A los agrimenso-
res les asalté un gran problema: habia veces que al medir un campo, sobraba o faltaba
un trozo de cuerda, ellos tenian que verificar que cada campo tuviera un determinado
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numero de cuerdas por cada lado, ya que era la unidad de medida con la contaban.
Solucionaron este problema inventando un nuevo tipo de nimero, el fraccionario, que
era la razén de dos nimeros enteros.

En el siglo Xlll, Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci introdujo en Europa la barra
horizontal para separar numerador y denominador en las fracciones. A princi-
pios del siglo XV, el drabe Al Kashi fue el que generalizé el uso de los nimeros
decimales tal y como los conocemos hoy. A finales del siglo XVI, SimonStevin
desarrollé y divulgé las fracciones decimales que se expresaban por medio de
numeros decimales: décimas, centésimas, milésimas, etc., pero los escribia de
una forma complicada. Por ejemplo: al niimero 456,765 lo escribia 456 (0) 7(1)
6(2) 5(3)

En el siglo XVII, aparecieron los numeros decimales tal y como los escribimos
hoy: separando con un punto o una coma la parte entera de la parte decimal.
Los numeros decimales se impusieron, en casi todos los paises, al adoptarse el
Sistema Métrico Decimal en el siglo XVIII, concretamente en 1792.

Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano o Leonardo Bigo-
llo (ca. 1170 - 1250), también llamado Fibonacci, fue
un matemadtico italiano, famoso por haber difundido
en Europa el sistema de numeracion ardbiga actual-
mente utilizado, el que emplea notacion posicional
(de base 10, o decimal) y un digito de valor nulo: el
cero; y por idear la sucesion de Fibonacci.

Definimos el conjunto de los nimeros racionales de la siguiente manera:

| Los numeros racionales o fraccionarios se representan por el cociente de dos niumeros
pefmi\cio'w enteros, llamados numerador y denominador respectivamente, siendo el denominador

distinto de cero.

Q- {% con a y b enteros y b;tO}

Notemos que todo nimero entero a es racional, pues se puede representar como la

a
fraccion 3 . Para esto introducimos, los nimeros fraccionarios, que surgen de la razén o

. . a
cociente entre dos nimeros enteros r = 5 donde ay b son enteros,conb =0
Los numeros racionales, tienen representacion decimal exacta, esto significa que al

dividir se obtiene un cociente y el resto es cero. Podemos decir que la escritura decimal
de un nimero racional es, o bien un niumero decimal finito, o bien periédico.
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POR EJEMPLO
3 5 ]
5° 0,6 y rin 0,3333... en ambos casos el resto de la divisién es cero, pero en el
segundo ejemplo la cifra decimal 3 se repite indefinidamente, este tipo de nimeros
fraccionarios se llaman periédicos.
1.2.4. CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Los griegos, en el siglo VIl a.C., descubrieron las magnitudes irracionales. Son nimeros
que no pueden ser expresados a través de una fraccion. El origen de los nimeros
irracionales, fue motivado por el uso de calculos geométricos que aparecian relaciona-
dos con el lamado nimero aureo o numero de oro, que es el cociente entre la diago-
nal a, de un pentagono regulary el lado b del mismo.

Un nimero nada fdcil de imaginar, que convive con la
0 humanidad (porque aparece en la naturaleza y desde
la época griega hasta nuestros dias en el arte y el
disefio), es el llamado numero de oro o también
seccion durea, proporcidon durea, razén durea 0O
~—_— numero de Fidias.

Se atribuye un cardcter estético especial a los
objetos que siguen la razén durea, asi como
una importancia mistica. A lo largo de la
historia, se le ha atribuido importancia en
diversas obras de arquitectura y artes.

Hombre de Vitruvio Venus de Milo

El primer matematico en hacer un estudio formal sobre el nimero aureo fue Euclides,
quién demostré que este numero no puede ser descripto como la razén de dos nime-
ros enteros, es decir, que es un numero irracional. Otros dos numeros irracionales muy
conocidos son JT y e . El nUmero 7T se define como la razén entre la longitud de una
circunferencia y su diametro.

Los antiguos egipcios (hacia 1600 a.C.) ya sabian que existia esta relacion. Recién en el
ano 1761 Lambert demuestra formalmente que el nimero /T es irracional.

El nimero irracional e aparece en un apéndice de un trabajo sobre logaritmos de
Napier, no obstante, esta tabla no contenia el valor de la constante, sino que era simple-
mente una lista de logaritmos naturales calculados a partir de ésta. El "descubrimiento”
de la constante esta acreditado a Bernoulli. En el afo 1727 Euler comenzo a utilizar la
letra e para identificar la constante.

(7]
S
C
(),
b S5
(7))}
(o
el
(),
S
=
v
o
D
1
(%)}
O
e
c
=
o mu
o)
O




1.2.5. CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Todos los numeros racionales e irracionales forman el conjunto de los nimeros
reales, en simbolos IR.

Veamos la representacion grafica de todos los conjuntos explicados anteriormente.

REALES R

IRRACIONALES I

RACIONALES Q

Grdfico N° 1: Conjunto de los nimeros reales

El diagrama anterior podemos esquematizarlo de la siguiente manera:

T

Numeros naturales: N
0 (cero) Numeros enteros: Z

NUmeros negativos Numeros racionales: Q

> Numeros reales: R
Numeros fraccionarios

Numeros irracionales: IJ

Esquema Ne° 1: Conjunto de los numeros reales

Los conjuntos numéricos o subconjuntos de ellos, se pueden definir por comprensién
utilizando una expresion proposicional que caracteriza a los elementos, o por exten-
sién cuando se nombran todos sus elementos. Si trabajamos con conjuntos numéricos,
esto ultimo solo se puede aplicar a los nimeros naturales y enteros, dado que es posi-
ble conocer en estos conjuntos el elemento anterior y el posterior.

POR EJEMPLO

Sillamamos A al conjunto formado por los nUmeros naturales menores que 6, lo escribi-
mos:

« Por comprension A={x/x € IN A x<6}
« Por extension A ={1, 2, 3,4, 5}

Vamos a ver relaciones y propiedades importantes entre conjuntos, que se necesitaran
en el desarrollo del médulo: Pertenencia e inclusion.
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PERTENENCIA

|
| Deﬁ\MdéW Cuando queremos establecer una relacién entre elemento y conjunto.
‘ La pertenencia se designa con el simbolo € y su negacién ¢ indica la no pertenencia.

+Enelejemploanterior: 2 € A y 6 ¢ A

INCLUSION

I . . . . .
L Se dice que un conjunto B estd incluido en otro conjunto A, cuando todos los elemen-
“ DeﬁW\C!DW

tos de B pertenecen al conjunto A.

e En simbolos: B A =B es un subconjunto de A

INc Z = IN es un subconjunto de Z

= o
En el Grafico N° 1 podemos observar { Q < IR = Q es un subconjunto de IR

POR EJEMPLO

AcIN dado que todos los elementos de A pertenecen a IN, de la misma manera,
podriamos decir que A c Zdado que el conjunto de los nimeros naturales esta incluido
en el conjunto de los nimeros enteros.

EJERCITACION
1. Si tenemos los conjuntos
A={x/xXEINAX<5}
B={x/x€ ZA-5<x<5}
C={x/xX€IN A x < 3}
D={x/x€INA3<x<6}
podemos decir:

El elemento 5: 5¢A; 5€B;5¢C; 5€D
El conjunto Ac B; Cc A; D¢A

iHabran otras relaciones?
En caso afirmativo completar

2.Dados los conjuntos: A={x/x € Z A-5<x<3} y B={x/xX€ZAXx<6}

Marcar con una cruz verdadero o falso segun corresponda. En caso de ser falso, justificar
la respuesta

VERDADERO FALSO VERDADERO FALSO
4 < A -1 €A
5€B {1,4,6}cB
BEA {3,6,9}€A
{-5,-4,-3}cA AcB
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1.3. Representacion de conjuntos
numeéricos en la recta

Hemos visto que los conjuntos numéricos o subconjuntos de ellos, se pueden definir
por comprension utilizando una expresidon proposicional que caracteriza a los elemen-
tos, o por extension ahora los representaremos en la recta numérica.

POR EJEMPLO

a.Paraelconjunto A={x/x€IN A x<6} surepresentacion en la recta es:

Grdficamente:

*—0—0—0—0
1 2 3 4 5
b. El conjunto B={x/x €IN} esta escrito por comprensién, y sus elementos son los
numeros naturales, puede darse por extension como B={1, 2, 3, 4... } ndtese que se
han utilizado puntos suspensivos porque son infinitos los elementos del conjunto, en la

recta se lo representa con una flecha, no obstante si se quiere seguir completando el
conjunto lo podemos hacer dado que conocemos el sucesor.

Grdficamente:

*—0—0—0—0 D>

1 2 3 4 5

c. Consideremos C={x/x€ Z A x<5}los elementos del conjunto son nimeros ente-
ros.

Por extensién es C={...-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, 4} son infinitos sus elementos por eso pone-
mMos puntos suspensivos.

Grdficamente:

< *—0—0—0—0—0—0—0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
d.SeaD={x/xX€Z A -4 < x < 1} en el conjunto vemos que el 4 esta incluido, no asi

el numero 1. En la recta cuando no se incluye un niumero natural o entero, se indica
dejando el circulo sin rellenar.

Grdficamente:

*——0—80—0—O
-4 -3 -2 -1 0 1
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EJERCITACION

1. Definir por extension los siguientes conjuntos. Representar en la recta.

a) A={xX/X€E€IN A2 <x < 8}
b) B={x/xX€ Z A-3<x<5}
c) C={x/XE€EZAB6<X}

2. Definir por comprensién los siguientes conjuntos dados por extensiéon en Z:

a) A={... 1,2,3,4,5,6,7}
b) B={0,1, 2,3,4}
c) C={0,1,23,45...}

1.4. Intervalo real

Si ahora definimos un conjunto sobre los nimeros realesD={x/xX€IR A X< 6}, en
este caso, es imposible nombrar los infinitos elementos de D, ni abusando de notacio-
nes ya que no es factible nombrar dos reales consecutivos. Entre dos nimeros cuales-
quiera de ellos hay infinitos nimeros reales por mdas préximos que nos parezcan.

De aqui surge el concepto de intervalo real: como una parte o subconjunto del con-
junto IR.

El conjunto D es el subconjunto que contiene a los infinitos reales menores a 6:

D =]-00, 6 [ lo escribimos como un intervalo abierto de numeros reales que se repre-
senta con un corchete invertido.

Si los representamos en la recta numérica: <

o0

SeaP={x/x€IR A -3<x<6} subconjunto que contiene a los infinitos reales desde
el nimero -3 hasta6. P=[-3,6]lo escribimos como el intervalo cerrado de -3 a 6.
En la recta numérica se pueden representar:

@ @
-3 6

La razén de clasificar a los intervalos como abiertos o cerrados esta relacionada con el
hecho de que el elemento pertenezca o no al subconjunto, si decimos por ejemplo:

x < 5, 5no pertenece al conjunto
en este caso lo denominamos intervalo abierto en 5, pero si decimos

x =2, 2si pertenece al conjunto
lo denominamos intervalo cerrado en 2.
La notacién que utilizaremos para designar los intervalos reales en general es corchete
invertido cuando el intervalo es abierto en alguno de sus extremos; y corchete cuando
el intervalo es cerrado en alguno de sus extremos.
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[a;b]={x/x e IR:a<x<b} INTERVALO CERRADO

Ja;b[= {x/x e IR:a<x<b} INTERVALO ABIERTO

Ja;b]={x/x € IRz a<x<b} INTERVALO SEMIABIERTO A IZQUIERDA
[a;b[= {x/x e IR:a<x<b} INTERVALO SEMIABIERTO A DERECHA

Los intervalos se usaran con mucha frecuencia en la descripcién del comportamiento

de funciones y en la representacion del conjunto solucién de inecuaciones, entre otros.

EJERCITACION
1. Expresar por comprension los conjuntos dados por extensién en IR:

A=1-58 B=[-4;20] C=[3,0 D =]-, 10[

1.5.Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero es la distancia que lo separa del 0 (cero) sobre la recta
numeérica.

Se simboliza con barras, por ejemplo |- 3| representa el valor absoluto de 3. Para obte-
ner su valor, consideramos su distancia al 0. Por tratarse de una distancia es un nUmero
siempre positivo.

Tres unidades |-31=3

Si el nimero al que se le quiere calcular su valor absoluto es positivo, por ejemplo | 2 |
el resultado nos da el mismo nimero por estar ubicado en la recta a la derecha del 0.

v

Dos unidades | 2| =2

Para todo numero real x:
|x|=x six espositivo, ensimbolosx >0

|x|=—x six esnegativo, ensimbolos x <0

En la definicién debemos tener en cuenta que el signo menos significa el opuesto del
numero.
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POR EJEMPLO

|5|=x 5 espositivo, por lotanto |5|=5
|-5| =-x -5 esnegativo, por lotanto |-5|=-(-5)=5

El valor absoluto SIEMPRE nos da un numero positivo

Podemos escribir conjuntos numéricos por comprension, utilizando la notacién de
valor absoluto. En los siguientes ejemplos, consideramos a x como elementos de un
conjunto.

Sitenemos | x | =4 se trata de los nUmeros cuya distancia al cero es 4. Si lo graficamos
vemos que hay dos nimeros que cumplen esta condicién.

x=-4 6 x=4

4 cumplen la
condicion

Cuatro unidades Cuatro unidades
Escribimos el conjunto

« Por comprension: A={x/x € ZA | x | =4}

- Por extension: A= {-4,4}

Podriamos escribir el conjunto A sobre el conjunto de los niUmeros reales:
« Por comprension: A={x/x €EIR A | x | =4}

A=[-4]uU (4]

« Por extension:

Sien el ejemplo tenemos | x | < 4 se trata de los nimeros cuya distancia al cero es menor
oiguala 4

v

Cuatro unidades Cuatro unidades

« Por comprension: A={x/x €EIR A | x | <4}
« Por extension: A= [-4,4] esun intervalo cerrado

Si ahora consideramos el caso | x | < 4 se trata de los numeros cuya distancia al cero es
menor a 4.
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Si ahora consideramos el caso | x | < 4 se trata de los nimeros cuya distancia al cero es
menor a 4.

4<x<4

Cuatro unidades Cuatro unidades

Sitenemos | x| = 4, se trata de los numeros cuya distancia al cero es mayor o igual a 4.

Grdficamente:
| I N . Xx<-4
< + ] ] ] ] ] ] ] + > 5
Menores Mayores
a cuatro -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 a cuatro X=4

En este caso tenemos dos intervalos:
« Por comprension: A={x/x €IR A | x | 24}

« Por extensién: A=l-o0, 4] U[4,00]

Los ejemplos vistos se resumen en las propiedades de valor absoluto.

|x|=k©x=k 6 x=-k
Si: Para todo k positivo, para todo x :|x| <k < —k < x <k

Para todo k positivo, para todo x :[x| > k <> x < —k 6 x >k

Todo lo visto es valido para|x-a|<k & |x+ a|<k enelprimercaso ladistancia no
es con respecto al cero, sino en relacién al punto a; en el segundo caso se trata de la
distancia de x al nUmero (-a)

POR EJEMPLO
A={x/x €EIRA|x+2| <2} B={x/x €E|IRA| x-3 | < 4}

Grdficamente para el conjunto A:

o——4—o] 4sxs0

4 -3 -2 -1 0 1

7
Conjunto de numeros cuya
distancia al -2 esigual a 2
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Grdficamente para el conjunto B:

o———F——F——+—0— | 1<x<7

Conjunto de nimeros cuya distancia al 3 es menor a 4

EJERCITACION
1. Escribir los conjuntos A 'y B del ejemplo anterior por comprensién y extension.
2. Determinar los elementos de los siguientes conjuntos:
A={x/x €EIRA|x-2]| <5} B={x/x €EIRA| x+4 | < 2}
3. Expresar los siguientes conjuntos como intervalo.
a) A={Xx:xE€EIR;x>6}

b) C={x:x €IR;-4 <x< 4}

1.6. Operaciones con numeros reales

Para operar correctamente con nimeros reales, se repasaran algunas reglas basicas
para realizar operaciones. Entre las cuales, tendremos en cuenta: m.c.m, M.C.D, suma,
multiplicacién, division, potenciacion y radicacion. Se prestara mayor atencién a las
operaciones con fracciones, dado que son las que presentan mayor dificultad.

El minimo comun multiplo (abreviado m. c. m), de dos 0 mas numeros
naturales es el menor nimero natural que es multiplo de todos ellos

Dados dos o mas numeros debemos descomponerlos en factores primos, luego el
minimo comun multiplo sera el resultado de multiplicar los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente.

POR EJEMPLO
Calcular el m.c.m de 60,45y 15
60| 2
30 2 495 2 1515
15| 3 3 (3
3(13
515 1
1
1
60=223.5 45-325 15=3.5 m.c.m (60, 45,15)=22.3%5=180
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El maximo comun divisor (abreviado M.C.D) de dos o mas numeros
naturales, es el mayor numero natural que es divisor de todos ellos.

Dados dos 0 mas numeros, se deben descomponer en factores primos, luego el M.C.D
serd el producto de los factores comunes elevados a la menor potencia.

POR EJEMPLO

En el ejemplo anterior: 60=22%.3.5 45=3%5 15=3.5

M.C.D (60,45,15) =3.5=15

El 3y el 5 son los factores comunes.
EJERCITACION
1. Calcular el m.c.m y M.C.D para los numeros que se indican.
a)32;186 b) 36; 180
2. Las alarmas de tres relojes suenan cada 4 minutos, 10 minutos y 15 minutos, respecti-
vamente. Si acaban de coincidir las tres alarmas dando la sefal. ;Cuanto tiempo pasara

para que vuelvan a coincidir?

1.6.1. ADICION Y SUSTRACCION

| Vefiw"dfﬂ

La adicion o sustraccion de dos fracciones de igual denominador es otra fraccion de
igual denominador, cuyo numerador es la suma o resta de los numeradores.

Es decir: s ¢ atc
2= #
5T b 5 Conb=0

POR EJEMPLO

a _+§=2+5:Z

3 3
b2 5 _2-5_3_
3 3 3 3

La adicion o sustraccion de dos fracciones de distinto denominador es otra fraccion,
cuyo denominador es el m.c.m de los numeros de los denominadores de la fracciones
que cumple:

o)eela)e
c_\b d Llamamos“p”al m.c.m (b, d)
d p Parabz=0y d=0
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6 4+ 6 5
4 5 3 2) 24+35 23

e 2,2_ =2 =383
3 2 6 6 6
(150)4189),.182),
d. 7,2 ,1_\60 45 15) _37+42+12_ 41 0297
60 45 15 180 180 0o
2 8 1 (168()0J2-(14850]8+(11850j1-(15150)2 6-32+12-360 -374 -187
e. 2.5 1 5_ _2-oetler o T8 2,077
60 45 15 180 180 180 90

1.6.2. MULTIPLICACION

La multiplicacion de dos fracciones es igual a otra fraccién, cuyo numerador es el
producto de los numeradores y cuyo denominador es el producto de los denominado-

res. Es decir:
a)(c) a.c
(EJ(EJ_W Con byd=0

POR EJEMPLO

a. (6)(4)_6.4_24_8
5)\3) 5.3 5 5

b. (-100). 2 1(2)_-1000 -5 43
400)\3) 1200 6

1.6.3. DIVISION

La divisién por un numero racional se define como el producto por su inverso. Es decir:

-1
gzgzg.m _ad_ad Conbz0 cz0yd=0
b d b\d b ¢ bc
POR EJEMPLO
a. 4.2.43_.43_43_12 6
3 2 12 1 2 1
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1.6.4. PROPIEDADES DE LA ADICION Y MULTIPLICACION

Sean a, b, c nUmeros reales, entonces se verifican las siguientes propiedades:

Propiedad

Adicion

Multiplicacién

Conmutativa

at+b=b+a

Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c | a-(b-c)=(a-b)-c
Distributiva a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Identidad a+0=a a-l=ua
Inverso a+(—a)=0

EJERCITACION

1. Resolver los siguientes ejercicios combinados

5. (3_7)_
a 4 (4 4)~

1.6.5. POTENCIACION

Sean a un numero real y n un nimero entero. Definimos la potencia enésima de a,
como: a"=a-a-...-a
%/_J

n veces

Teniendo en cuenta la definicién, podemos decir:

. al =a
. a%=1 sia=z0
. On=0 sin>0
1
° 'n=_ i
a an siaz0
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Regla de signos

- Si el exponente es par, el resultado siempre tiene signo positivo.
« Si el exponente es impar, el resultado mantiene el signo de la base.

POR EJEMPLO

= 4)2 = 3 _1 AN
(20 =-8 (42 =16 2% -2 [_j ra

1.6.6. PROPIEDADES POTENCIACION

Sean my n enteros, las bases a y b reales y distintas de cero, en caso que el exponente
sea cero o negativo:

Propiedad Ejemplos

Producto de potencias de
igual base: (-2 . (-2 =(-2)*?%=-32

am™a"=a™""

Cociente de potencias de

igual base: (_2)5 : (_2) 2 - (_2) 5+2 _ -128
a™:a"=a™™"
Potencia de otra potencia: T 1
(am)n =am.n (Tj -

Distributiva de la potencia
respecto de la (2_3)3 =93 33-g97
multiplicacion: 16

(@a.b)™ =am.pb™

Distributiva de la potencia
respecto de la division:

(@a:b) ™ =a™:b™

1.6.7. RADICACION

i f— , ] . . .
-y L Dado un nimero real a, el nimero real b es su raiz enésima si se verifica que la
- Defwiciow
S

potencia enésimadebesa:b = Va <=> b" =a
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La raiz de indice par de un nimero positivo tiene dos valores reales opuestos
V49 = +7 pues (+7 ) =49
481 = +3 pues (£3) =81
La raiz de indice impar tiene el mismo signo que el radicando
W: 4 pues 4% - 64

Y-32=-2 pues (-2)=-32

La raiz de indice par de un numero real negativo no es un nimero real, pues todo
numero real elevado a una potencia par es positivo.

1.6.8. PROPIEDADES DE LA RADICACION

Propiedad Ejemplos

Distributiva de la raiz
respecto de la

multiplicacién: Y512 =y/(8)(64) =8 o4 =2.4-8
Ma.b = Ya.%b

Distributiva de la raiz
PR V4 3
respecto de la division: 27 _N-27 _-3_ 3

8 s 2 2
Na:b="a:Yo ,conb=0
Raiz de otra raiz:
3729 = 23[729=%729=3
nfm \/; _nm \/;
Radicando elevado a una Nrg
. 4° =4/1024 =32
otencia:
P se obtiene lo mismo haciendo
nx’":(Q/;yn \/4_5:(\/2)5:25:32

1.6.9. POTENCIAS CON EXPONENTE FRACCIONARIO

ERE

7, T . e . . . m n
Toda raiz se puede escribir como potencia de indice fraccionario: v @ = @

e n n
\ Deﬁ‘MCiéW‘ De manera analoga: a ? = Gj P__1 donde p es entero > 1
L-‘—-

P,an
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D

EJERCITACION
1. Resolver aplicando propiedades de potenciacién:

a) (22.2%):22 =

JONESE

Q) (43.4M)%:(4*.472) =

2. Resolver aplicando propiedades de radicacién y cuando sea necesario, expresar
como exponente fraccionario:

3
a) 6(—1+§) :4‘/1—§=
\} 4 81
1 1y (1Y
b) —./3.¢=| .t =
'3 3 (3} ( 3}
l 1
1 1
) (1_0,75)-2+{§}2 _(i) P
4 125
3. Expresar en forma de potencia, efectie las operaciones y simplifique:
a) 8\/?-4 X2 =

b) %/a_3_3a2:
0 Vx® ix* =

1.7. Razones y proporciones

La razon es el cociente de dos numeros. El primer nimero se llama antecedente;
y el segundo, consecuente.

efimciow l ] .
La razon la podemos representar como a / b siendo a el antecedentey b el

consecuente; se lee antecedente es a consecuente.

POR EJEMPLO

Larazénde6y3es2(6/3=2).Selee6esa3.
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La proporcion refiere a dos magnitudes que son proporcionales o guardan proporcio-
nalidad cuando el crecimiento de una afecta al crecimiento de la otra. Si la relacién es
positiva crece una y crece otra o decrece una y decrece la otra, en este caso hablamos
de proporcionalidad directa (espacio y tiempo, compray gasto, etc.). En caso contrario,
estamos ante la proporcionalidad inversa, en la cual el crecimiento de una magnitud
implica el decrecimiento de la otra (trabajadores y tiempo que tardan en hacer una
tarea).

—— —‘J. o Una proporcion es una igualdad entre dos razones
pefimiciow a c .
R— E = E donde a,d — extremos b,c — medios conbyd=0

Las proporciones tienen 4 términos: el primero (numerador de la primera fraccion) y el
cuarto (denominador de la segunda) se llaman extremos; y el sequndo (denominador
de la primera fraccién) y el tercero (numerador de la segunda) se llaman medios.

1.7.1. PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LAS PROPORCIONES

En toda proporcion se cumple que el producto de los medios es
igual al producto de los extremos.

a_c

b d = a.d=b.c
POR EJEMPLO
Si queremos determinar el valor de x que satisface % =5% ocupemos la propiedad
fundamental: x . 54 = 9.18; despejamos x —> x = 18.% =3

1.7.2. APLICACIONES DE LAS PROPORCIONES

Las proporciones tienen multiples usos y aplicaciones. Las mas importantes son la regla
de tres simple o compuesta y los porcentajes.

[

\\ VQﬁW‘CiD'W
| -

"]

La regla de tres simple es una proporcién o una igualdad de dos razones,
es una operacion por medio de la cual se busca el cuarto término de una
proporcion, de la cual se conocen los otros tres. Esta regla puede ser directa o
inversa, segun como sea la relacién de proporcionalidad entre las magnitudes
que la conforman. Si es directa, se resuelve como una proporciéon normal.

POR EJEMPLO

Disposicion de los datos
150 km 5 horas

X 7 horas

a. Un ciclista recorre 150 km en 5 horas.
Cuéantos km recorrera en 7 horas.

Horas y kilbmetros son magnitudes directamente proporcionales.

Tenemos la proporcién ﬂzg despejamos: x =210 km. Si es inversa, se intercambia
X

un medio con un extremo y se procede como en cualquier proporcion.
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b. Si 12 obreros se tardan 30 dias en acabar una obra. ;Cuantos obreros se necesitaran
para acabar la misma obra en 24 dias?

Disposicion de los datos
12 obreros | 30 dias

X I 24 dias

Obreros y dias son magnitudes inversamente proporcionales. Tenemos la siguiente
proporcion:
12 24

30 Se ha invertido una de las razones, despejamos x = 15 obreros

Para calcular un porcentaje o tanto por ciento (%) debemos hacer una regla de tres
simple directa. De las cuatro cantidades que la forman, siempre conocemos tres: la
cantidad que queremos transformar en tanto por ciento, el total con el que se compara
y el total con el que se compara el tanto por ciento (100).

POR EJEMPLO

Al adquirir un vehiculo cuyo precio es de $120.000, nos hacen un descuento del 7.5%.
iCuanto hay que pagar por el vehiculo?

La proporcién la podemos plantear 120000 _ X 4 como regla de tres simple:

100 7,5

100% —5 120.000

7,5.120.000

100 = 9000 el descuento es de $9.000

75% 5 x  resolvemos: x=
Se debe pagar $111.000

Para obtener directamente este valor, lo podemos plantear teniendo en cuenta que
debemos pagar.

100% - 7,5% = 92,5 % del valor del vehiculo

100% —» 120.000

925% — 5 X resolvemos: X=W= 111.000

Se debe pagar $111.000

EJERCITACION
1. Un terreno se remata dividido en 36 lotes iguales. Se presentaron sélo tres interesa-
dos: el primero adquirié un cuarto del terreno total; el segundo un tercio y el tercero

dos novenos. ;Cudntos lotes adquirié cada uno? ;Cuantos lotes quedaron sin vender?

2. De un stock de 1200 articulos, se han vendido 735. ;Qué porcentaje de articulos
quedo sin vender?
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3. Se han pagado $ 1.260 por una entrada para un partido adquirida en la reventa. Si el
revendedor gané el 180% de su valor original ;Cuadnto costaba la entrada en ventanilla?

4. Un tanque destinado para riego, contenia en enero 500.000 metros cubicos de agua
y estaba lleno. En abril la reserva se redujo en un 20% de su capacidad y en el mes de
agosto un 30% de lo que quedaba. ;Cuantos litros tenia el tanque en abril, y cuantos

quedaron en agosto?

1.8. Sintesis

Intervalos

Se utilizan solamente cuando se trata del conjunto de nimeros reales. Se clasifican en:

Intervalo cerrado
[a;b]l={x/x€IR:a<x<b}

Intervalo abierto
la;b[={x/x€IR:a<x<b}

Intervalo semiabierto a izquierda
Ja;bl={x/x€IR:a < x < b}

Intervalo semiabierto a derecha
[a;b[={x/x€EIR:a<x<b}

Operaciones con numeros reales

Potenciacion

Sean a un numero real y n un niumero
entero. Definimos la potencia n-ésima
de a, como:

n veces

Radicacion

Dado un numero real a, el niUmero real
b es su raiz enésima si se verifica que la
potencia enésima de b es a.

Na <=>b"=a

a e ®b
a o Ob
a o ®b
a e Ob
Propiedades:

Sean my n enteros, las bases ay b reales y
distintas de cero, en caso que el exponente
sea cero o negativo:

am an — a m+n

(

(a.b)™=am b™
(a:b)™m=am: b™
Propiedades:

Sean my n enteros, las bases ay b reales y
distintas de cero, en caso que el exponente
sea cero o negativo:

la.b = ‘{/;‘{/E

NVa:b = %:% conb#0
n m\/g — n.m\/_a

o - i)
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El orden de las operaciones

Se deben respetar con el uso de la
calculadora

Las sumas y las restas que no se encuen-
tran dentro de un paréntesis o dentro de
una raiz son operaciones que separan en
términos. En cada término resolvemos
primero las operaciones que encierran
los paréntesis

Cuando hay llaves que encierran corche-
tes y estos encierran paréntesis, se resuel-
ven:

1° Las operaciones entre paréntesis

2° Las operaciones entre corchetes

3° Las operaciones entre llaves

Las operaciones bajo el simbolo radical
se tratan como si estuvieran entre
paréntesis.

Proporciones y porcentajes

Para calcular el porcentaje de un nimero
a hacemos:
X
—.a
100
Para calcular un porcentaje se plantea la
proporcion

a_c —a.d=b.c

b d

La proporcion la podemos trabajar con
regla de tres simple.

4 1 N/ AN 4 AY
(1)1 z\/E L 8(4-5)=
32 6 31V4
g32. 1. 23, 8(-1)=
6 3 2
2. 1.5 g4 5.3
6 2 2 2

El 32% de 4500 es...

2.4500 =1440
100

{OFERTA!

Computadora $5250 sélo por hoy
Precio de lista: $7800

{Qué porcentaje del precio de lista
vamos

a pagar?

5250  x

—— = 5250.100=7800.x —» x=67,3%.
7800 100

Pagué $3.200 con un aumento del 25%
{Qué cantidad representa el aumento?

Proporciéon 3200 _ x
125 25
125% — 3200

0 _ 3200
25% 5 x = a5y, 25% =640

El aumento es de $640

. Conjuntos de los numeros reales.

26




1.9. Ejercitacion para el estudiante

Contenidos conceptuales:
CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES

Conjuntos numéricos. Representacion como intervalo en la recta numérica. Operacio-
nes con numeros reales. Razones y proporciones. Problemas de Aplicacion

Objetivos:
Al finalizar el médulo el estudiante podra:

« Aplicar el concepto de intervalo en la recta numérica

« Operar con numeros reales en ejercicios concretos

« Utilizar la calculadora en la resolucion de ejercicios

« Desarrollar criterio l6gico en el uso de la calculadora

« Calcular porcentajes en situaciones de la vida cotidiana

+ Reconocer porcentaje como una relacién entre magnitudes directamente proporcionales

Ejercicio 1:

Escribir con notacion de intervalo los siguientes conjuntos numéricos dados por com-
prension:

A={x/x EIR A -6<x<3} B={x/x €EIR A x <9}
C={x/X€EINATO<S x<20} D={x/x€IR A -4< x<3}

Ejercicio 2:
Con los numeros 20; 3; -20; -5:

a) Combinarlos para formar todas las fracciones posibles
b) Completar el cuadro

Cociente mayor a uno | Cociente menor a uno
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) Ordenar los numeros fraccionarios de menor a mayor
Ejercicio 3:

Marcar con una cruz verdadero o falso segun corresponda. En caso de ser falso, justificar
la respuesta.

Respuesta

Verdadero Falso correcta

N
|

\3)  —348
81

Ejercicio 4:

Resolver utilizando calculadora:

2 3
a) 1 +2_ =
3 32

Rta: 1
1
I 4 -3 __5
&) (5
b) =
12
31
L 2
Rta: 1/2
m_3
49 7
9 41 3°
7+7
49 7
Rta:-5/16
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Rta: 5/6
3
f) e [—1+§j 4185 _
4 81
Rta: 3/4

Problemas de aplicacion
Ejercicio 5:

a) Una moto cuyo precio era de 15.000, cuesta en la actualidad 250 mas.
{Cudl es el porcentaje de aumento?

Rta: 1,66 %

b) Al adquirir un vehiculo cuyo precio es de $120.000, nos hacen un descuento del
7.5%. ;Cuanto hay que pagar por el vehiculo?

Rta: $111.000

c) Al subir el precio de una bicicleta un 20%, el precio final es ahora de $3.600.
{Cudl era el precio inicial?

Rta: $3000

d) Después de rebajar el precio de una computadora un 8%, me ha costado $2.596
;Cual era su precio inicial?

Rta:$2821,74

e) Un juguete vale en una jugueteria 140 pesos. Si durante la semana previa al Dia del
nifo el juguete sube un 22% y una vez que éste ha pasado, baja un 9%. Calcule su
precio final.

Rta: $155,428

f) Si compro un celular de $4200 y me lo rebajan un 20% por pago contado. Pero
después me cobran el 21% de L.V.A. ;Cuanto me cost4?

Rta: $4065,6
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